| Exercice : DermicerenTs |
( ?QV? bf&/

_ Exerdee:

Soit n un entier strictement positif. On appelle dérangement du groupe
symétrique S, tout élément o de S, vérifiant

Vk e {1,2,... n}, o(k) # k.
On désigne par d,, le nombre de dérangements de S,,. On pose par convention dy = 1.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n,

n

E C,’fdk =n!
k=0

2. On considere la série entidre f définie par
+o00
dn
f(z) = Z ;!-a:".
n=0

Montrer que R, le rayon de convergence de cette série entidre, est supérieur ou
égal 3 1.

3. Donner le développement en série entitre de la fonction e* f(z) sur I'intervalle
] = 1;1[. En déduire que

e~ T
Vze]-1,1], f(z)= ==
4. En déduire que .
(=D*
dﬂ =n! Z T
k=0
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"Lemme de Gauss & Critére Eisenstein (Gourdon Algébre)

EXFRCICE 4 (LEMME DE GAUSS ET CRITERE D'FISENSTEIN). 1/ a) Soient P, Q) € Z[X]
el p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients du produit PQ.
\1omrer que p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q.

b) (Lemme de Gauss). St P € Z[X], on note ¢(P) le pged des cocefficients de P (ct ¢ P) = 1
si P =0). Montrer que si ', Q € Z[X], alors ¢(F’Q) = ¢(P)e(Q)

2/ Montrer que si ® € Z[X] est irréductible dans Z[X], il est irrédncetible dans Q[X].

3/ a) (Critére d'Eisenstein). Soit P — an X" + . 4 a,.X + ap € Z[X]. On suppose qu'il
existe un nombre premier p tel que

() V&, 0<k<n-1pla (i) pta, (i) p*fay.

Montrer que /” est irréductible dans Q[X].
b) Application. Soit p un nombre premier et $(X) = XP~' ...+ X + 1. Montrer que &

est irréductible dans Q[X].
Solutions :

YA

a/Sc(LaCZ mm,lzcc aC(Zzno(auZ/Z
S ¢ dn o ik b PRzco X"t 4 o €21X)
a& PRz X +GixX" + { G =

— — g

er PQ= PQ doe PQ=o0
(06"'*{ 2/',_2 ; tnleyw/aé A—/ [x) o.é (ml(ya

P Q:O
& s¢ ? ) aéw S& (Of#}‘aﬂ& (* (Q)) (/(l'/c&'ﬁ PCUP
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Nombres parfaits (Cours particuliers)

Si n€ N* on note D(n) = {de N*ldl,,} et o(n) = 37 deton dit que n
deD(n)

est un nombre parfait si o(n) = 2n. Ainsi 6 ot 28 sont parfaits.,

Dans toute la suite n est un entier naturel non nul.
a) Montrer que ne P «—s o(n) =n 1.

b) Montrer que, si a ot b sont deux entie
P : D(a) x D(b) — D(ab), (m,n
En déduire o(ab) = o(a)o(b).

¢) Si aeN* et 22 — 1 € P. Montrer que 2e-1(2

d) On suppose n parfait et on écrit n = 9a
i. Montrer 2°+1}p — o(b)(2o+!
1i. On pose b = (2a+1

rs naturels premiers entre eux, alors
) = mn définit une application bijective.

— 1) est un nombre parfait.
b o1 b est un entier impair.

— 1) et en déduire que (2°+! — 1),

— 1)c. En considérant a(b) montrer que b est premier.

Solutions :

C{) ,Sc?\* m ET:QM a afjm (ﬁ(m):{:{/-m}\o@w J’(m):i-l-m

e ST m tnod b m > 1. ) > mid
i g m > eas i/’h} g@(m dove 0"_61 >m+
o m:L/ers o"(iJsl. e E(cm( Jz(j)<£+i //

2 mE€YP sq o (m)=mi4

Siek ampX AP _‘
I et e e
(011000891740 = con apbet
& sal- G .2 () ‘—[ ﬂL}‘} ’ -gg t/ o € Lo-2:T Ve ¢ 1. ¢0f
i Q(L] = {qﬁ ?,.f“*/ KMo € [o gl Ve € [4ATY
Ao Dl = f f)iw ft)tﬂ'fﬂ“: ’/Ng Uo,«. D Vo€ [4,¢T

Mo € o8BV o€ £ T

= £ dd' /A d) e 96) wo);
M e A@cﬂu{( [?.Q _(i) a,/L &ic\a Livo an-'@'@@m JQ;’(A:.Q_
K & b ool

((a¥ - = ddr
Al f€ 6] vary

=(=d )/ = d
£l - %ﬁ”ﬁé}m’

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

() Om Qa - Zaflel' ?4—'1. r/‘fjla‘l’r QMI& eUux  Cayy

a-1
O(

o _ et )= 004~
o ¢ L( Agﬁkizc/(e .33)(}“9@(- )
Coo W an V@ comle-
) p Qﬁs—t/g"y‘.‘[jj )= 6] (2“’70’(2“_ 1)
ek G 274 é'?/cvl a G'(—(Zap ;[JE ?j— 1+4 (?tm/yﬁ 9)
b (e
Mu\«(\gﬁw\[) : 0@(86‘_7-—[4; 2/' ”/.20‘-:7
dove (9% = L2t y2s72

o
-

= [{i 2
= ’%;:i (Saom d o @i 9’0;{4?4}
= 2%4 (¥

st (2234 4)) = 224
don 20 Y ab am matn pegte

d) Seik m b il e m=2"L aadz;}wh'? (h;pca;/
i A m| = 6789 ( lon
{) Z AI)Oi cloe f(}: {‘2“/“_ij 0"(!;/?)'«q par [‘/2
m §Lcwl\r fub‘/qtg mmaé«. GA@J:ZM: Z)(QqJ:Zq+ Z
T el T
(owl Zq‘H‘AZq‘H—--j_ / m A ‘)a/\g €nne b jacm; ? -

il L=t 1)e atc ot (e 7+ 4[})

& ety = L (2

A ox O'"(L} :2614"Q

fﬂrfwe« Pue >4, a%» M a -i/ CeHo Ao cOJliwb A ‘,
done 6 (Y >4yl

a+l
() §ii;"t‘c(2 4
744 Q) T LM osf‘ﬁé( /
Qo c=d ok ) ouly e;(g\oo"(l»/:z“”i?“i’“‘

« . —b+4
d“%~

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Résolution systeme différentiel (31 lecons)

table et rog zsont des fonetons derivables sur 2 4 valeurs dans B,
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"Déterminant Vandermonde Polynémes (31 lecons)

Faorcice 4 @ D¢ derminant de Vandermonde.
Soient @y. ..- . 2, € -
On wnsidere (lL détermimnant
l lll (Ii . . - II’; '
, 1 14 L% oo o% > a” !
Viag,...,a,) =|]: 2 > :
2 ’y— 1
1 «a, (1” ..... (,"

1. Soit P(X) = V(a,.....a,_;.X).
Déterminer P(a,) en tonction de Vi(a,., ... . a,

2. En déduire Vi(a,.....a,).
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